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Abstract

The graph of a function belongs to the basic objects of visualization not only in mathematical analysis but also in
economics, because the "language" of graphs is one of the ways of presenting economic ideas. In this paper, we
focused on the creation of interactive materials usable in teaching the theory of rational behavior of elementary
economic entities, consumers. We assume that the created interactive constructions can contribute to the easy
acquisition of concepts from the theory of the consumer. We used GeoGebra software to create visual
representations of consumer preferences. We analyze the different consumer's indifference curves, perfect
substitutes, Cobb-Douglas utility function, constant elasticity of substitution (CES) preferences and marginal rate
of consumer substitution.
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Uvod

Kazdy z nas uz pocul frazu ,A Picture is Worth a Thousand Words“. Podla Fuliera (2018) o sile
pbsobenia vizudlnych obrazov sved¢i skutocnost, Ze aj celkom jednoduché az trividlne obrazy
mozu vyjadrovat hlboké a komplexné myslienky. Myslenie zaloZzené na obrazovych vhemoch,
predstavach, pomaha v matematickom vzdeldvani budovat u Ziakov abstraktny pojmovy
aparat a riesit nielen manipulativne matematické ulohy.

Schopnost tvorenia, interpretacie, pouzivania a reflexie obrazov, predstdv, schém v nasich
mysliach, na papieri alebo s pouZitim technologickych ndastrojov, s cielom opisovat
a komunikovat informacie, mysliet a rozvijat doposial nezndme myslienky a nasledujice
pochopenia vymedzuje podla Arcavi (2003) pojem vizualizdcia.

Tall & Vinner (1981) hovoria o vizualizacii ako o délezitej sucasti tzv. , pojmovych obrazov”.
Podla Yilmaz, Argun (2018) je vizualizacia silnym ndstrojom na vyhladavanie matematickych
problémov, ktory dava vyznam matematickym konceptom a vztahom medzi nimi. Avsak treba
si uvedomit, Ze vo vzdelavani musi mat nezastupitelné miesto vyuZivanie nielen nazorného,
ale aj abstraktnému pristupu. Nazorny pristup pomoéze k zefektivneniu vyuéovacieho procesu,
ale schopnost aplikovat vedomosti na novy kontext alebo situaciu predpoklada pouZivanie
vizudlnych aj algoritmickych technik.

Matematické vztahy, grafy a diagramy su zdkladom pre ziskanie matematickych vedomosti a
vypoctovych zruénosti (Orszaghova & Ziakova, 2021). Vizualna reprezentdcia ma pre jedinca
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hodnotu tisic slov, iba vtedy, ak ju dokaze flexibilne pouZit (R6sken & Rolka, 2006). Z aspektu
vzdeldvania umoZiuje prepojenie vizudlnej reprezentdcie s dolezitymi kvantitativnymi
a kvalitativnymi strankami skimaného javu lahSie a ¢astokrat aj trvacnejSie ulozenie
kldcovych informacii do dlhodobej pamati vzdeldvanych subjektov (Fulier, 2018).

Vizualizacia v ekondmii

Graf funkcie patri k zakladnym objektom vizualizacie nielen v matematickej analyze, ale aj
v ekondmii, pretoze ,jazyk” grafov je jednym zo sposobov prezentacie ekonomickych
myslienok. V ekondmii sa grafy vyuZivaju k ndzornej ilustracii ekonomickych principov
a trendov, ktoré sa pokusa vysvetlit.

V tomto prispevku sme sa zamerali na tvorbu interaktivnych materidlov vyuzitefnych pri
vyucbe tedrie raciondlneho spravania elementdrnych ekonomickych subjektov, spotrebitelov.
Za raciondlneho spotrebitela sa v mikroekondmii povazuje taky ekonomicky subjekt, ktory si
na trhu vybera ,najvyhodnejsie” spotrebné stratégie spomedzi vietkych pre neho dostupnych.
Dostupnost je ovplyvnena jeho prijmom a trhovymi cenami statkov. Nie je nutné porovnavat
vsetky kombindcie statkov, ktoré si spotrebitel moze kupit, pretoZze pomocou grafu funkcie
uzito¢nosti mbézeme jednoduchym spdsobom znazornit jeho preferencie medzi tymito
kombinaciami. Funkcia uZito¢nosti vyjadruje preferencie spotrebitela pri jeho rozhodovani.
Priraduje urcitu hodnotu kazdému pripustnému spotrebnému kosu tak, aby preferovanejsim
spotrebnym koSom bola priradena vys$sSia hodnota neZ menej preferovanym spotrebnym
kosom (Varian, 2014).

Grafickou ilustraciou preferencii spotrebitelov su indiferencné krivky. Indiferencna krivka
graficky zobrazuje vietky kombindacie tovarov, ktoré poskytuju spotrebitelovi rovnaku uroven
Uzitku. Priebeh indiferencnej krivky vdanom bode, v absolutnom vyjadreni, predstavuje
hrani¢nu mieru spotrebitelskej substiticie (MRS — marginal rate of consumer substitution).
Hodnota MRS nam urdi, kolko jednotiek druhého statku je dany spotrebitel ochotny vymenit
za ziskanie dodatoénej jednotky prvého statku pri nezmenenej drovni GzZitku.
Z matematického hladiska teda pracujeme pri tomto pojme s hodnotou prvej derivacie
funkcie uzito¢nosti v konkrétnom bode. Ak hladdme optimalnu stratégiu spotrebitela,
hladame bod dotyku rozpoctovej priamky spotrebitela a funkcie uZito€nosti, t.j. Studenti
musia poznat geometricky vyznam derivacie funkcie, aby im bol jasny tento koncept.

Funkcia uZitocnosti pre dokonalé substituty

Ak je spotrebitel ochotny zamenit jeden statok za druhy v konstantnom pomere, nazyvame
tieto statky dokonalé substituty.

Spotrebitel ma rovnaky uzitok pri spotrebnych koSoch s rovnakym celkovym poc¢tom oboch
statkov v pripade spotrebovavania statkov v pomere 1:1. Ak je nateny z réznych dévodov
znizit spotrebu prvého statku, vdbec mu to nevadi, lebo zvysi spotrebu druhého statku a jeho
uroven uzito¢nosti zostane rovnaka.

Grafickou ilustraciou takychto preferencii spotrebitela su priamky so smernicou k = —1
(obr.1). Ak spotrebitel zniZi spotrebu prvého statku o jednu jednotku, musi zvysit spotrebu
druhého statku o jednu jednotku, aby sa dostal na rovnaku indiferen¢nu krivku a zachoval si
rovnaku Uroven uzitku.

Pri zépise funkcie uZito¢nosti treba mysliet na skutocnost, Ze nie vSetky substitity sa
spotrebovavaju v pomere 1: 1. Funkcia uzito¢nosti ma v pripade dokonalych substitutov tvar:
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u(x,y) = ax + by
Dynamickda konStrukcia (obr.1, obr.2) vytvorend pomocou softvéru GeoGebra ilustruje réznu
Uroven uzito¢nosti ¢ = u(A) pri réznych spotrebnych kosoch A[x, y] a nezmenenej hodnote
MRS, aka: b = 1:1.
Spotrebny ko3 s vy$$im poétom oboch statkov A[30,20] je preferovany pred spotrebnym

koSom s nizsim celkovym pocétom oboch statkov A[20,10], lebo pre spotrebitela prindsa vyssiu
hodnotu Uzitku:

A[30,20] > A[20,10] < u(30,20) > u(20,10)

(] & 7 LD @O LN = e Q=
AR NP TEacs : @
O A=(30 20) a=5
— u(x,y) = ax+by
@ b=5
f— 5X+5y O
c = u(A)
— 250
g(x) = Ak(DSx;‘- g,f(x)) L
@ 250
— —1x+50, (ngg?)
e
MRS = Smernica(g) : ER
O 0 10 20 0 40 50 60 70 T80
— -1 .
Obr. 1: Funkcia uZitocnosti dokonalych substitutov spotrebovdvanych v pomere 1:1
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Obr. 2: Zmena hodnoty funkcie uZitocnosti dokonalych substitutov vzhladom na zmenu spotrebného kosa
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Na obr.3 je prezentované ako zmena pomeru a:b na hodnotu 3,5:6,5 = 7:13 ovplyvni
hodnotu smernice funkcie uZitoCnosti a aj velkost UZitku spotrebitela pri spotrebnom kosi
A[30,20] rovnakom ako v prvom pripade (zndzornenom na obr.1).

V tomto pripade (obr.3) spotrebitel preferuje viac druhy statok, lebo je ochotny iba 0,53
jednotiek druhého statku y vymenit za dodato¢nu jednotku prvého statku x.

Hrani¢na miera spotrebitelskej substitiicie ma nizSiu hodnotu a aj hodnota funkcie uzito¢nosti
je nizsia.

Rt > OO LN =@ Q
AR N Y LHecH : @

50

() A=1(30,20 =35

W)

u(x,y) = ax+by : 40
O b=65
L 35x+65y . ‘

c = u(A)

— 235

g(x) = Ak(D <x< g,f(x))

. —054x+36.15, (0 <x< %)

MRS = Smernica(g)
70

— -0.54 -

Obr. 3: Zmena hodnoty funkcie uZitocnosti dokonalych substitutov vzhladom na zmenu MRS

Cobb-Douglasovd funkcia uZitocnosti

Preferencie spotrebitela vyjadrené pomocou Cobb-Douglasovej funkcie uzito€nosti su
Standardnym prikladom ,well-behaved” indiferenénych kriviek (Varian, 2014). Cobb-
Douglasovu funkciu uZito¢nosti povazovanu za vhodny ndstroj prezentacie matematickych
interpretacii roznych ekonomickych myslienok mozeme algebricky zapisat v tvare:

u(x,y) = x%-y°

kde koeficienty a, b zachytdvaju preferencie spotrebitela. Pre tvorbu dynamickej konstrukcie
vyjadrime funkénu zavislost spotreby statku y od spotreby statku x pri uZitocnosti c = u(4):
1
C\b
fy=(3)
VyuZijeme prikaz , Ak(podmienka; funkcia)“ na znazornenie grafu funkcie v prvom kvadrante
a znazornime doty¢nicu v spotrebnej stratégii A[15,10].

Dynamicka konstrukcia (obr.4, obr.5) vytvorena pomocou softvéru GeoGebra ilustruje réznu
uroven uZitocnosti ¢ = u(A) pri rovnakom spotrebnom kosi spotrebitela, ale pri réznych
preferenciach t.j. roznych hodnotach koeficientov a, b.

Zmenou hodndt koeficientov moézeme sledovat meniace sa preferencie spotrebitela
a meniace sa hodnoty MRS. Ak b > a, spotrebitel preferuje viac statok y (obr.4) a MRS < 1.
Ak je a > b, spotrebitel preferuje statok x a MRS > 1 (obr.5).
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Smernicu dotycnice v absolitnom vyjadreni interpretujeme ako hranicnd mieru
spotrebitelskej substitucie ajej hodnotu méZeme sledovat nielen v okne nakresne, ale aj
v algebraickom zdpise rovnice dotycnice. Vypoltom alebo pomocou prikazov softvéru
GeoGebra mbzeme overit, ze MRS = |k,|, pretoze plati:

1

dy —a cb
() =— =k
dx b 5+

Ak do prvej derivacie funkcie f dosadime u(4) = ¢ = x% - y?, po Upravach dostaneme vztah:

dy —ay
(A =—-=
dx( ) b x
Zaroven vieme, Ze plati:
u
=  ax®lyb g
MRS =% = @y _27
du  pxayb-1 ph x
oy
Napriklad pre pripad zndzorneny na obr.4 potom plati:
MR5—3’5 W_7._ |k:| = 0,2916
8 15 13 Y7

Pomocou vytvorenej dynamickej konstrukcie moéZu Studenti sledovat ako vplyva zmena
spotrebnej stratégie na hodnotu uZitocnosti, koeficienty rovnice dotycnice ¢i hodnotu
hrani¢nej miery spotrebitelskej substitucie.

R]d "> OO LN =+ Q.
O A=(1510) 7

u(x,y) = y°

— X3'5 yS

c = u(A)

— 1307131879345

CRICU

1307131879345 ¢
- X35

MRS =-0.29 B ]
h : Doty¥nica(A, f) : -

—y = -0.20x + 14.38 0 10 20 30 40 50 = ~ 6 La

- ~

Obr. 4: Cobb-Douglasovad funkcia uZitocnosti pri spotrebnej stratégii A
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Obr. 5: Cobb-Douglasova funkcia uZitocnosti pri spotrebnej stratégii A a zmenenych koeficientoch a,b

CES funkcia uZitocnosti

V tejto casti sa budeme zaoberat funkciou uZitoCnosti, ktord sa vyznacuje konstantnou
elasticitou substitucie (Constant Elasticity of Substitution) medzi statkami.

Funkcia uzitocnosti CES sa pouziva na modelovanie beznych problémov spojenych s vyberom
spotrebitelov, pretoze , pokryva“ Siroké spektrum nahraditelnosti medzi x a y (Thoni, 2015).
Ak je elasticita substittcie medzi 2 statkami konstantna, mozeme funkciu uzito¢nosti zapisat
v algebraickom tvare:

u(x,y) = (ax™ + byr)%

Pre tvorbu dynamickej konstrukcie vyjadrime funkénu zavislost spotreby statku y od spotreby
statku x pri uZito€nosti ¢ = u(4):

1
r =

=530
y =[5 3%
Dany vztah platiprer € (—o0,0) U (0,1)Aa = 0Ab = 0.

Na znazornenie grafu funkcie v prvom kvadrante opatovne vyuZzijeme prikaz ,Ak(podmienka;
funkcia)“ a zndzornime tieZ dotyénicu v spotrebnej stratégii A[20,20]. Dynamicka konstrukcia
(obr.6, obr.7, obr.8) vytvorena pomocou softvéru GeoGebra ilustruje r6znu Uroven uZito¢nosti
¢ = u(A) prirovnakom spotrebnom koS3i spotrebitela, ale pri r6znych hodnotach parametra r.

Pomocou CES funkcie uzito¢nosti mézeme sledovat rézne alternativne stupne nahraditelnosti
x zay. Tato funkcia umozZniuje plny rozsah nahraditelnosti medzi dvoma statkami (Thoni,
2015). Na obr.6 mbéZeme pozorovat pre hodnotu parametrar = 1, Ze z CES funkcie uZito€nosti
dostaneme funkciu uZito€nosti, ktora modeluje pripad dokonalych substitutov.
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Obr. 6: Funkcia uZitocnosti pre dokonalé substituty ako specidlny pripad CES funkcie

Ak r — 0, tak CES funkcia konverguje ku Cobb-Douglasovej funkcii uzitocnosti (obr.7).
Av pripade, Ze r - —oo funkcia aproximuje nulovid moZnost substitucie, t.j. pripad

dokonalych komplementov (obr.8) spotrebovavanych iba v konkrétnom pomere.

DB = SHONSIPANIEIE

@ A-=(2020) A Y
1 H
u,y) = (ax'+by’) ’
@ "~
— (3505 +7y0%) o
c = u(A)
— 2205

00 = (c’ —ba xr)3

(2205‘15 - 35 x0-5)
- (===

)
I
Lo
o
o
I
~

h : Dotyénica(A, g) : L 2

— y = -0.5x + 30

Obr. 7: Cobb-Douglasovd funkcia uZito¢nosti ako Specidlny pripad CES funkcie
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Obr. 8: Funkcia uZitocnosti pre dokonalé komplementy ako specidlny pripad CES funkcie

Hrani¢nu mieru spotrebitel'skej substitucie a jej hodnotu moZeme sledovat v okne nakresne,
ako aj v algebraickom zdapise rovnice dotycnice.

Vypocétom mbzeme overit, Ze hrani¢nad miera spotrebitelskej substitlicie sa rovna absolutnej
hodnote smernice dotycnice v dotykovom bode MRS = |k;|. Vyjadrime prvd derivaciu
funkcie f:

1
dy —-a ¢ oa N\
— (4 =—-xr‘1-(———xr)
dx (4) b b b
1
Ak do prvej derivacie funkcie f dosadime u(A) = ¢ = (ax” + by")r, po Gpravach dostaneme
vztah:
dy —a [(x\"1
Zw=="(3
dx b \y
Zaroven vieme, Ze hrani¢na miera spotrebitel'ske]j substitucie je podiel hrani¢nych uzitocnosti:
1
r 1
a_u r.a.xr_l-l-(c__gxr)r a xr—l
MRS = 2% = r b b =_.
Ju 1 (c™ a Pt b yr—l
heyr-1.2. (S _ 2,7
%y r-b y T (b b x )

V naSom pripade spotrebitelskej stratégie v bode A[20,20] nadobuda vo vsetkych troch
pripadoch (obr.6, obr.7, obr.8) MRS rovnaku hodnotu, pretoze plati:

MRS =22 (E)H Sty
7 \20/ 2 2t

Pomocou vytvorenej dynamickej konstrukcie moZu Studenti sledovat vplyv zmeny

spotrebitelskej stratégie, vplyv zmeny hodnét koeficientov a, b a parametra r na hodnotu

uzitoénosti a graf funkcie uzito¢nosti CES.




16 Acta Mathematica Nitriensia, Vol. 7, No. 2, p. 8-16

Zaver

V prispevku sme prezentovali spatost matematickych aekonomickych konceptov
uplatiovanych v tedrii spotrebitela. Pri tvorbe obrazovo-ndzornych reprezentdcii sme
vyuZzivali softvér GeoGebra.

Ulohou vytvorenych interaktivnych konstrukcii je prispiet k prirodzenému osvojeniu novych
pojmov a zakonitosti o funkcidch uzito€nosti v celistvosti a v Uplnosti. Vytvorené materidly
maju uplatnenie vo vyucovacom procese Studentov Slovenskej polnohospodarskej univerzity
v Nitre, pripadne aj inych univerzit, v roznych predmetoch mikroekonomického zamerania.
Zaroven vidime potencidl vyuZitia aj pri Studiu matematiky v ramci aplikacii geometrického
vyznamu derivacie funkcie.

Vytvorené interaktivne Studijné materidly su Studentom spristupnené vo vyucbovom
prostredi LMS Moodle.
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